Lycée Déodat de Séverac A rendre seul, en bindme ou en trindme. Mathématiques PTSI

A rendre le mardi 05 Novembre
Devoir en temps libre n° 3

EXERCICE 1

1. (a) Montrer que : (2 +i)3 = 2 + 114, puis déterminer les racines cubiques de 2 + 11i.
(b) Déterminer les racines cubiques de 2 — 11i.

2. On cherche a résoudre I'équation : (E) 2° — 152 — 4 = 0. Notons 7 une racine quelconque de (E).

(a) Justifier ’existence des deux nombres complexes u et v tels que : { Z:__U 5: "o

(b) Montrer que u?+v3 = 4, puis que les nombres complexes u? et v sont solutions du systeme:

{ w0 =4
udvd = 125.

(c) En déduire que u? et v sont solutions d"une équation du second degré que I'on explicitera,
puis que 'on résoudra.
(on rappelle que 112 = 121).

(d) Alaide de 1., en déduire toutes les valeurs possibles pour w.

(e) Pour chaque valeur de u possible, déterminer la valeur de v correspondante.

(f) En déduire que z( peut alors étre égal a trois nombres complexes distincts que 1’on explici-
tera.

(g) On admet que (E) admet exactement trois solutions distinctes. Déterminer alors 1'ensemble
des solutions de (E).

EXERCICE 2

On considere I'équation différentielle :
y +y +y +y=0 (E)

oty désigne la dérivée troisieme de y.
(Q1) (a) Montrer que si yi,y2,y3 sont des solutions de (E) alors pour (), p,7) € R3 la fonction
Ay1 + py2 + yys est encore solution.
(b) Montrer que = +— €'* est solution de (E) si et seulement si r est solution de 1’équation
P 4r?4r+1=0(F).
(c) Résoudre cette derniere équation (£;) dans C.
(d) Des questions précédentes, montrer que x — Ae* + pcos(x) + v sin(z) est solution de (E),

pour tout (A, i,y) € R3.
On a donc montré que :

{x — Ae” ¥ + pcos(x) + ysin(z); (A, p,y) € R3} cS

avec S I'ensemble des solutions de 1'équation (£).
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(Q2) Traitons la réciproque.

(a) Soity une solution de (E). Montrer que u = ' + y est solution d’une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 que 'on résoudra.

(b) Donner I’ensemble des solutions de ¢’ + y = 0.

(c) Chercher une solution particuliere de y’ + y = Acos(x) + psin(z).

(d) En déduire I’'ensemble des solutions de (E).
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Correction de I’exercice 1:

1. (@) (242 =234+3.220+32>+i>=8+12i—6—i=|2+11i|

Nous avons alors :
3
3 _ . z _

z_ _z_
<:>——1ou2+i

241

z ;2

:j0u2_+2_'7

Sz=2+iouz=(2+i)jouz=(2+1i)j?

Les racines cubiques de 2 + 11i sont donc : 2 + 4, (2 +14)j, (2 + )5 ‘

(b) Nous avons :

P =2-11i ©23=2-101
&3 =2411i
SzZ=2+iouz=(2+i)jouz=(2+1i)j>
Sz=2+iouz=(2+i)jouz=(2+i);>
S z=2—jiouz=(2—i)jouz=(2—1i);2
Sz=2—jouz=(2—ijouz=(2—14)j
Sz=2—iouz=(2—1i)j2ouz=(2—1i)j*
Sz=2—jouz=(2—1i)j2ouz=(2—1i)j

Les racines cubiques de 2 — 11i sont donc : 2 — 4, (2 —4)j2, (2 —14)j.

2. (a) Considérons 1'équation du second degré z? —z¢z +5 = 0. Cette équation ad-
met bien deux solutions complexes que 1’on note u et v (avec éventuellement
u = v). Alors, d’apres les relations coefficient/racines, nous en déduisons :

u+v = xg etuv =5, d’ol1 'existence de u et v tels que

u—+v =2
uv =95

(b) Puisque x( est solution de (E), et que xg = u + v, nous avons :

(u+v)3 = 15(u+v)—4=0

Ainsi : u® + v = 4. De plus uv = 5 = (uv)?
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& ud + 3uv + 3uv? + 03 — 15(u+v) =4
S ud + 03 + 3uv(u+v) — 15(u+v) =4
S ud+ 03+ 15(u+v) — 15(u+v) =4
s ud+0d=4.

(uwv &

(5)3 = 125. Comme (uv)? =

5)

1/3

u3v3, nous en déduisons que :

w43 =4

les nombres complexes u® et v* sont solutions du systeme : { Bod — 195

(c) Puisque, u® et v3 sont solutions du systéme précédent, il sont solutions de
l'équation du second degré : X? —4X +125 = 0. On calcule le discriminant :
A =16 — 500 = —484 = —4 x 121 = (2 x 11i)% Puisque : A < 0, et

que I'équation est a coefficients réels, nous avons deux solutions complexes
—4m2xUli oy L o 442Xl

=" 2
=2—-11z ou =2+411s.
Ainsi ;| S = {z1; 22}.
(d) Nousavonsdonc:u® =2—1lietv? =2+1liouu® =2+1lietv? = 2—11i.
D’apres 1.,
| ueSo={2+i; (2+1)j; 2+1)%

(e) Nous avons uv = 5, ainsi :

. L Z1
conjuguees :

2—i; (2-1)j; (2-)7°).]

siu=2+41, v:2—+i:
Slu=(24i)j v= gl = i = 25
siu=2+0)j* v=fE = oy =
siu=2-—1, v:2—_i:
siu=(Q2-0)j v=rly =g
siu=(2-1)" v=gihE = ghy

(f) D’apres la question précédente :
utv=2+i+2—diouu+v=(2+i)j+(2-4);>=(2+14)j+ (2+1i)jou

u+v=(2+14)j2+(2—1)j = (2—14)j+ (2 — 7). On calcule ces trois valeurs :

up =4, up = 2Re((2 +1)j) = —2 — /3, uz = 2Re((2 — i)j) = —2 + /3.

Tg € Sp = {4; -2 — \/g; —2+\/§}.

(g) Il est maintenant temps de faire le point : Qu’a-t-on montré? Nous avons
montré que :

Ainsi :

xg solution de (E) = 29 =4ouxg=—-2— V3ouzg=—2+ 3.
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Ceci ne veut pas dire que les trois valeurs trouvées ci-dessus sont forcé-
ment solutions, ce ne sont que des valeurs POSSIBLES. Il reste donc a étu-
dier la réciproque : puisque cette équation admet EXACTEMENT trois solu-
tions distinctes, nous n’avons pas le choix, les trois valeurs 4, —2— V3, =2+
V'3 sont FORCEMENT solutions. On en déduit que:

I'ensemble des solutions de (E) est EXACTEMENT I’ensemble
{4, =2 —V3; —24+V3}|

Correction de I’exercice 2:

(Q1) (a) Soient y1,y2,ys sont des solutions de (E). Soit (\, u1,y) € R3. Alors

"

" !
(Ayﬁuyzﬂys) + ()\lerﬂszrWJ?,) + (/\yl +uy2+vy3) + (Ayﬁuyzﬂyg)
=AMy +yr Hyr ) Hulyy +ya Fyr+y2) F(Ys +ys s+ us)
=Ax0+ux04+vyx0=0

On a donc montré que \y; + py2 + Yys3 est encore solution de E.

(b) Cette fonction est trois fois dérivable et y'(z) re™, y"(x)
r2er® y"(x) = r3e". Donc, y est solution si et seulement si Vz € R, 73e"® +
r2e" + re’® 4+ " = 0 ce qui équivauta Ve € R, (73 + 72 +r + 1)6” =0.
Or une exponentielle n’est jamais nulle. Par conséquent, y est solution si et
seulementsir® + 7% +r+1=0.

(c) On peut effectuer une division euclidienne de cette expression polyno-
miale par 7 + 1 puisque (—1) est racine évidente. Sinon, 7* + 72 +r +1 =
r2(r+1)+1x (r+1) = (r +1)(r® + 1). Ainsi, 7 est solution de (FE1) si et

seulement si
=)

(d) Par les deux questions précédentes, on obtient que x — e~* est solution de
l'équation, ainsi que z — €. Donc la partie réelle et la partie imaginaire de

cette fonction sont encore solutions, a savoir cos et sin . Puis par la premiére
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question, on en déduit que = — Ae™* + pcos(z) + v sin(x) est solution de
(E), pour tout (X, p1,7) € R3.

(Q2) (@) Onauv'+u=y"+vy" +1y +y=0.Donc, u estsolution de y’ +y = 0.
(b) L'équation caractéristique de cette équation différentielle linéaire d’ordre
2estr? + 1 =0 < r = +i. Par théoréme, 'ensemble des solutions est :

s~

(c) L'ensemble des solutions de ' + y = 0 est par propriété :

R —- R

x = Acos(z) + psin(x) ;O\’M)GRQ}'

R —- R

S:{:zz — Ce

_. ;CeR}

(d) On cherche une solution particuliére sous la forme C cos +C5 sin, fonction
dérivable en tant que somme de fonctions dérivables. Ainsi,

(C1 cos+Cysin)’ + (C1 cos +Cs sin) = A cos 4 sin

<  (Cy+ Ch)cos+(Ce — Cq)sin = Acos +psin

On pose
Co+Cr o= A [ C = 2
Cy—Cp = 7! c; = >‘;_“

Une solution particuliere est donc %ﬂ cos +%”i sin.
(e) Par théoreme, I'expression de y est :

R —- R
T C’e’z+)‘—;’icos+>‘—;’isin

avec (C, A, 1) € R%. On a donc montré que I'ensemble des solutions de
cette équation différentielle est

S = {ac — Ae” ¥ + peos(x) + ysin(z); (A, 1, y) € Rz}.
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