Lycée Déodat de Séverac Travail a rendre seul Mathématiques PTSI

A rendre le mardi 7 Novembre
Devoir en temps libre n° 3

EXERCICE

On se propose de trouver toutes les applications f : R — R dérivables en 0 telles que :
Vr e R, Vy e R, f(x+y) =e"f(y) +e'f(z) (%).

Soit f une fonction vérifiant la relation (x).

1. Montrer que l'on a f(0) = 0.

. Montrer que flat h}i —f@) e“fglm + (6hh— 1)f(:r:).

On pose a = f(0). Montrer que Vz € R, f est dérivable en z et que f'(z) — f(z) = ae”.

2
3.
4. Résoudre I'équation différentielle précédente puis en déduire la forme de f.
5. Ftudier la réciproque.

PROBLEME

T

8 1
2+9+ﬁ>e/x.

On considere la fonction définie sur R* par f(z) = (

1/x

1
1. (a) Calculer les limites suivantes : lim ——; lim = (el/ T — 1) (on pourra poser : X = —.)
z—0—- T r—rFoo xT

(b) Déterminer les limites aux bords du domaine de définition de f.

(c) Calculer : EI:E ( flx) — g) En déduire que f admet en +00 une asymptote oblique dont

on précisera I’équation réduite.
eV (x4 2)(x +1)(2? — 4z — 8)

2. (a) Montrer f est dérivable sur R* et que : Vz € R*, f/(z) = 5
X

(b) En déduire le tableau de variations de f.

(c) Montrer que lim @
z—=0- T
tracer le plus précisément possible la courbe représentative de f.

= 0, puis en vous aidant de toutes les informations précédentes,
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i ’ ice 1 1 1
Correction de 'exercice : e On pose : X = - o o = < Alors : z<61/z ~1) = X(GX 1) =
eX —1 . .
1. Larelation () pour z = y = 0 donne f(0) = 2(0) soit| f(0) = 0. . De plus : wgrinooX = 0, donc par changement de variables :
2. Diapres la relation (+), f(z + h) = e*f(h) + e"f(). Ainsi f(z + h) — f(z) = i (e~ 1) = im -1 _,
B) — h h_q z—+oo X0 '
e F(h) + (" — 1)f (2) puis| LT })L f(x):eff;)ﬂe : ) j). - =
T el/® . s
3. Puisque f(0) = o, 1 — S =IO o gone : tim I — o e plus (b) « Nous avons : f(z) = (5+9) /" + 8. Or, par opérations ¢lé-
eh 1 h h=0 ho h mentaires : lim (f +9) e/ = 0 puisque : lim e'/® = 0. De plus,
}lin% — = ¢'(0) =1. On en déduit que LEZH—I@) 3dmet une limite (par " 2—0- \2 e=07
U . ’ N . 2 2 . .. . _
somme), ce qui prouve que f est dérivable en z et : ‘ fl(x) — f(x) = ae® ‘ (par JEBE 2 0 d'aprés la question précédente. Ainsi : wli)%lf fz)=0.
somme et produit). _ ) 1/ o N _
4. Laforme générale des solutions de I'équation homogene est y () = Ae®, A € R. ¢ Puisque : JL%& © = +oo, alors par opérations  élémentaires
On cherche maintenant une solution particuliere de notre équation différentielle lim f(z) = +oo.
de la forme Cxe®”. Aprés un petit calcul, la fonction de la forme précédente z—0*
est solution de notre équation différentielle si et seulement si C = a. Ainsi
o L/# — 1, par opérations élémentaires,| lim f(z) = too.

yp(r) = aze® est une solution particuliere, et f(z) = (ax + A)e”. Finalement, Puisque Il}lfoo €

comme f(0) =0, nous avons A = 0.

r—to0

Ainsi, si f vérifie la relation (x), nécessairement f(z) = aze®. Réciproquement, . L (1) 8\ /s
toute fonction de la forme précédente vérifie la relation (x). Finalement, 1'en- (©) Nous avons : f(z) — 5§ = gz(e/*—1) + (9+ 2 Or
semble $' des solution de () est: d’apres 1., h{ltl x (el/ - 1) = 1 et par opérations élémentaires,
Tr—rT 00
i —5 | ¢'" =9 Parconséquent,| lim (f(z)-5 )=
C tion d bléeme : 19
orrectioh cu probleme Nous en déduisons : liril ( f(z) — g—&- 5 = 0, donc la courbe
T—>I00 _—
1 1 el/x eX représentative de f admet une asymptote oblique d’équation réduite
1. (@) eOn pose : X = — & z = —. Alors : = — = —z . 19
x X x? (+) y=5+%5-
X?eX. De plus : lggl_ X = —oo, donc par changement de variables : | 2 (a) Par composition, la fonction définie par g(z) = e/ est dérivable sur R et
- 1
el/z 5 x ] Ve € R* ¢'(z) = ——261/ *. Ainsi, par opérations élémentaires, f est déri-
lim = lim X%e” = 0,|par croissances comparées. x
z—0- T2  X—-o0 vable sur R* et :
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* __el/z
Ve e R () = (5 2) e (3494 8)
— (-8 _L_ 9 _ Byle
Y x3 2x 2 4
2t — 320 — 23 — 1822 — 16 "
= e/T,
2x4

Il nous reste a remarquer que :
(x+2)(x+1)(2? — 42 —8) = (22 + 3z +2)(2% — 42 —8)
=% — 423 — 822 + 323 — 1222 — 242 + 222 — 8z
=z* — 23 — 322 — 16.

eM*(x 4+ 2)(x + 1) (22 — 4z — 8)
274 ’

Finalement, | Vo € R*, f/(z) =

(b) L'expression f’(z) est du signe de (z+2)(z+1)(2? — 42 —8).Or, 2* — 4z — 8
a pour discriminant 48 = (4/3)2. Ses racines sont donc : 71 = 2(1 — /3)
—1.46 et o = 2(1 4+ /3) = 5.45. Ce trindme est donc positif a I'extérieur des
racines. On obtient le signe du produit a I’aide du tableau de signes suivant :

~
~

—2 X1 -1 i)
-0+ + + +
- -0+ +
—0+

+0 -0+

Nous en déduisons donc le tableau de variations, les limites ayant été calcu-
lées précédemment :

x
x4+ 2
r+1

22 —4x—38

(x4 2)(x 4+ 1)(2? — 42 — 8)

—00 —+00

+ o+
+0 -

16

—00 To

+

/(@) 0

—2
0
~ 6.0 +o0

—_
oy =2

S

— 00

~ 14,41
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(c) Nous avons:
x
el/w

I
wiﬂi' x3
Si nous posons :
f(z) — f(0)
-0

parées,

Jlim
z—0—

f@)

1/x
el/ &

- Or, toujours par croissances com-
x

= 0, donc par opérations élémentaires,

£(0)

lim f(z) =0.

rz—0—

0) alors, nous avons

0 (vu que 91713% flx)

= 0., Le taux d’accroissement admet donc une limite nulle

en 0. On en déduit donc une demi-tangente horizontale en 0~.

Il est & noter les deux éléments non visibles a 1’oeil nu sur le graphique a

cause de l’échelle :

e Le changement du sens de variations de la courbe entre —2 et 0.

e Une demi-tangente horizontale en 0~.



