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Devoir en temps libre no 3
À rendre le mardi 05 Novembre

EXERCICE 1

1. (a) Montrer que : (2 + i)3 = 2 + 11i, puis déterminer les racines cubiques de 2 + 11i.
(b) Déterminer les racines cubiques de 2− 11i.

2. On cherche à résoudre l’équation : (E) x3 − 15x− 4 = 0. Notons x0 une racine quelconque de (E).

(a) Justifier l’existence des deux nombres complexes u et v tels que :
{

u+ v = x0
uv = 5

(b) Montrer que u3+v3 = 4, puis que les nombres complexes u3 et v3 sont solutions du système :{
u3 + v3 = 4
u3v3 = 125.

(c) En déduire que u3 et v3 sont solutions d’une équation du second degré que l’on explicitera,
puis que l’on résoudra.
(on rappelle que 112 = 121).

(d) À l’aide de 1., en déduire toutes les valeurs possibles pour u.
(e) Pour chaque valeur de u possible, déterminer la valeur de v correspondante.
(f) En déduire que x0 peut alors être égal à trois nombres complexes distincts que l’on explici-

tera.
(g) On admet que (E) admet exactement trois solutions distinctes. Déterminer alors l’ensemble

des solutions de (E).

EXERCICE 2

On considère l’équation différentielle :

y
′′′
+ y

′′
+ y′ + y = 0 (E)

où y
′′′

désigne la dérivée troisième de y.

(Q 1) (a) Montrer que si y1, y2, y3 sont des solutions de (E) alors pour (λ, µ, γ) ∈ R3 la fonction
λy1 + µy2 + γy3 est encore solution.

(b) Montrer que x 7→ erx est solution de (E) si et seulement si r est solution de l’équation
r3 + r2 + r + 1 = 0 (E1).

(c) Résoudre cette dernière équation (E1) dans C.
(d) Des questions précédentes, montrer que x 7→ λe−x + µ cos(x) + γ sin(x) est solution de (E),

pour tout (λ, µ, γ) ∈ R3.
On a donc montré que :

{
x 7→ λe−x + µ cos(x) + γ sin(x); (λ, µ, γ) ∈ R3

}
⊂ S

avec S l’ensemble des solutions de l’équation (E).
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(Q 2) Traitons la réciproque.

(a) Soit y une solution de (E). Montrer que u = y′+ y est solution d’une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 que l’on résoudra.

(b) Donner l’ensemble des solutions de y′ + y = 0.
(c) Chercher une solution particulière de y′ + y = λ cos(x) + µ sin(x).
(d) En déduire l’ensemble des solutions de (E).
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Correction de l’exercice 1:

1. (a) (2 + i)3 = 23 + 3.22.i+ 3.2.i2 + i3 = 8 + 12i− 6− i = 2 + 11i .
Nous avons alors :

z3 = 2 + 11i ⇔
(

z
2+i

)3

= 1

⇔ z
2+i = 1 ou z

2+i = j ou z
2+i = j2

⇔ z = 2 + i ou z = (2 + i)j ou z = (2 + i)j2

.

Les racines cubiques de 2 + 11i sont donc : 2 + i, (2 + i)j, (2 + i)j2.

(b) Nous avons :

z3 = 2− 11i ⇔ z3 = 2− 11i
⇔ z3 = 2 + 11i
⇔ z = 2 + i ou z = (2 + i)j ou z = (2 + i)j2

⇔ z = 2 + i ou z = (2 + i)j ou z = (2 + i)j2

⇔ z = 2− i ou z = (2− i)j ou z = (2− i)j2

⇔ z = 2− i ou z = (2− i)j ou z = (2− i)j
2

⇔ z = 2− i ou z = (2− i)j2 ou z = (2− i)j4

⇔ z = 2− i ou z = (2− i)j2 ou z = (2− i)j

Les racines cubiques de 2− 11i sont donc : 2− i, (2 − i)j2, (2 − i)j.

2. (a) Considérons l’équation du second degré z2−x0z+5 = 0. Cette équation ad-
met bien deux solutions complexes que l’on note u et v (avec éventuellement
u = v). Alors, d’après les relations coefficient/racines, nous en déduisons :

u+ v = x0 et uv = 5, d’où l’existence de u et v tels que
{

u+ v = x0

uv = 5

(b) Puisque x0 est solution de (E), et que x0 = u+ v, nous avons :
(u+ v)3 − 15(u+ v)− 4 = 0 ⇔ u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 − 15(u+ v) = 4

⇔ u3 + v3 + 3uv(u+ v)− 15(u+ v) = 4
⇔ u3 + v3 + 15(u+ v)− 15(u+ v) = 4 (uv = 5)
⇔ u3 + v3 = 4.

Ainsi : u3 + v3 = 4. De plus uv = 5 ⇒ (uv)3 = (5)3 = 125. Comme (uv)3 =

u3v3, nous en déduisons que :

les nombres complexes u3 et v3 sont solutions du système :
{

u3 + v3 = 4
u3v3 = 125.

(c) Puisque, u3 et v3 sont solutions du système précédent, il sont solutions de
l’équation du second degré : X2−4X+125 = 0. On calcule le discriminant :
∆ = 16 − 500 = −484 = −4 × 121 = (2 × 11i)2. Puisque : ∆ < 0, et
que l’équation est à coefficients réels, nous avons deux solutions complexes

conjuguées : z1 = 4−2×11i
2 ou z2 = 4+2×11i

2
= 2− 11i ou = 2 + 11i.

Ainsi : S = {z1; z2}.

(d) Nous avons donc : u3 = 2−11i et v3 = 2+11i ou u3 = 2+11i et v3 = 2−11i.
D’après 1.,

u ∈ S0 = {2 + i; (2 + i)j; (2 + i)j2; 2− i; (2− i)j; (2 − i)j2}.

(e) Nous avons uv = 5, ainsi :

si u = 2 + i, v = 5
2+i = 2− i

si u = (2 + i)j v = 5
(2+i)j = 5j2

(2+i)j3 = 5j2

2+i = (2− i)j2

si u = (2 + i)j2 v = 5
(2+i)j2 = 5j

(2+i)j3 = 5j
2+i = (2 − i)j

si u = 2− i, v = 5
2−i = 2 + i

si u = (2− i)j v = 5
(2−i)j = 5j2

(2−i)j3 = 5j2

2−i = (2 + i)j2

si u = (2− i)j2 v = 5
(2+−)j2 = 5j

(2−i)j3 = 5j
2−i = (2 + i)j

(f) D’après la question précédente :
u+ v = 2 + i+ 2 − i ou u+ v = (2 + i)j + (2− i)j2 = (2 + i)j + (2 + i)j ou
u+ v = (2+ i)j2+(2− i)j = (2− i)j+(2 − i)j. On calcule ces trois valeurs :
u1 = 4, u2 = 2Re((2 + i)j) = −2−

√
3, u3 = 2Re((2− i)j) = −2 +

√
3.

Ainsi : x0 ∈ S0 = {4; −2−
√
3; −2 +

√
3}.

(g) Il est maintenant temps de faire le point : Qu’a-t-on montré? Nous avons
montré que :

x0 solution de (E) ⇒ x0 = 4 ou x0 = −2−
√
3 ou x0 = −2 +

√
3.
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Ceci ne veut pas dire que les trois valeurs trouvées ci-dessus sont forcé-
ment solutions, ce ne sont que des valeurs POSSIBLES. Il reste donc à étu-
dier la réciproque : puisque cette équation admet EXACTEMENT trois solu-
tions distinctes, nous n’avons pas le choix, les trois valeurs 4, −2−

√
3, −2+√

3 sont FORCÉMENT solutions. On en déduit que :
l’ensemble des solutions de (E) est EXACTEMENT l’ensemble :

{4; −2−
√
3; −2 +

√
3} .

Correction de l’exercice 2:

(Q 1) (a) Soient y1, y2, y3 sont des solutions de (E). Soit (λ, µ, γ) ∈ R3. Alors

(
λy1+µy2+γy3

)′′′
+
(
λy1+µy2+γy3

)′′
+
(
λy1+µy2+γy3

)′
+
(
λy1+µy2+γy3

)

= λ(y
′′′
1 + y

′′
1 + y′1 + y1) + µ(y

′′′
2 + y

′′
2 + y′2 + y2) + γ(y

′′′
3 + y

′′
3 + y′3 + y3)

= λ× 0 + µ× 0 + γ × 0 = 0

On a donc montré que λy1 + µy2 + γy3 est encore solution de E.
(b) Cette fonction est trois fois dérivable et y′(x) = rerx, y′′(x) =

r2erx, y′′′(x) = r3erx. Donc, y est solution si et seulement si ∀x ∈ R, r3erx+
r2erx + rerx + erx = 0 ce qui équivaut à ∀x ∈ R,

(
r3 + r2 + r + 1

)
erx = 0.

Or une exponentielle n’est jamais nulle. Par conséquent, y est solution si et
seulement si r3 + r2 + r + 1 = 0.

(c) On peut effectuer une division euclidienne de cette expression polyno-
miale par r + 1 puisque (−1) est racine évidente. Sinon, r3 + r2 + r + 1 =
r2(r + 1) + 1× (r + 1) = (r + 1)(r2 + 1). Ainsi, r est solution de (E1) si et
seulement si

r = −1, r = ±i .

(d) Par les deux questions précédentes, on obtient que x 7→ e−x est solution de
l’équation, ainsi que x 7→ eix. Donc la partie réelle et la partie imaginaire de
cette fonction sont encore solutions, à savoir cos et sin . Puis par la première

question, on en déduit que x 7→ λe−x + µ cos(x) + γ sin(x) est solution de
(E), pour tout (λ, µ, γ) ∈ R3.

(Q 2) (a) On a u′′ + u = y′′′ + y′′ + y′ + y = 0. Donc, u est solution de y′′ + y = 0.

(b) L’équation caractéristique de cette équation différentielle linéaire d’ordre
2 est r2 + 1 = 0 ⇔ r = ±i. Par théorème, l’ensemble des solutions est :

S =
{ R → R

x 7→ λ cos(x) + µ sin(x)
; (λ, µ) ∈ R2

}
.

(c) L’ensemble des solutions de y′ + y = 0 est par propriété :

S = { R → R
x 7→ Ce−x ;C ∈ R}

(d) On cherche une solution particulière sous la forme C1 cos+C2 sin, fonction
dérivable en tant que somme de fonctions dérivables. Ainsi,

(C1 cos+C2 sin)
′ + (C1 cos+C2 sin) = λ cos+µ sin

⇔ (C2 + C1) cos+(C2 − C1) sin = λ cos+µ sin
.

On pose {
C2 + C1 = λ
C2 − C1 = µ

⇔
{

C2 = λ+µ
2

C1 = λ−µ
2

Une solution particulière est donc λ−µ
2 cos+λ+µ

2 sin .

(e) Par théorème, l’expression de y est :

R → R
x 7→ Ce−x + λ−µ

2 cos+λ+µ
2 sin

avec (C, λ, µ) ∈ R3. On a donc montré que l’ensemble des solutions de
cette équation différentielle est

S =
{
x 7→ λe−x + µ cos(x) + γ sin(x); (λ, µ, γ) ∈ R2

}
.
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