Lycée Déodat de Séverac A rendre seul, en bindme ou en trindme. Mathématiques PTSI

A rendre le mardi 24 Septembre
Devoir en temps libre n° 1

EXERCICE

Déterminer si les assertions ci-dessous sont vraies et écrire leurs négations. Justifiez.
1.V e RVyc Rz +y?=1;
2.VzeR, YR,z +y%=1;
3. weR,VyeR,z+y?=1;
4. IxreR, Iy eR,xz+1> =1

PROBLEME

(Q1) Une formule pour la suite.

(Qa) Pour quelles valeurs de 6 les expressions tan(f) et tan(260) ne sont elles pas définies? On
représentera les points associés a ces réels sur le cercle trigonométrique.

(Qb) Exprimer tan(26) en fonction de tan(6).

2X
1-X2°

(Qc) En déduire que tan(%) et tan(3) sont solutions de I'’équation : 1 =
(Qd) Larésoudre et obtenir les valeurs de tan(%) et tan(3F) .
(Qe) En déduire tan(2l) et tan(Z).
(Qf) A larégle et au compas, construire alors les points du cercle trigonométrique associés
aux angles g[7].
(Q2) Une formule pour la suite.

(Qa) Pour quelles valeurs de  les expressions tan(f) et tan(46) ne sont elles pas définies? On
représentera les points associés a ces réels sur le cercle trigonométrique.

(Qb) Exprimer tan(46) en fonction de tan(6).

(Q3) La formule de Machin (John), début du 18iéme siecle!. On note («, 3) € [0; 7/2[x[0; 7/2] véri-
fiant tan(ar) = £ et tan(3) = 53s.
(Qa) Vérifier que a et 8 sont des angles appartenant a |0; g .
(QDb) Endéduire que 4a — 3 €] — ; 5.
(Qc) Donner tan(4«) sous la forme d'une fraction en expliquant pourquoi ce nombre est bien
défini.
(Qd) En déduire que tan(4a — ) = 1.
(Qe) En déduire LA valeur de 4o — 5.
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Lycée Déodat de Séverac Correction du DM1 Mathématiques PTSI

Correction de 'exercice : (Qb) On sait que:
2 tan(6)

1. Lanégation deVz € R, ¥y € R,o + 32 = lest: Ir e RIy e R/ x +y? # L. La tan(20) = 75 gy

négation de 'assertion est vraie car pour x = y = 0, 2% + y? # 1 ce qui prouve

que l'assertion est fausse. (Qc) Prenons # = 7/8, valeur autorisée par le résultat de la premiére question :
2. Lanégation de Vo € R,Jy € Rz +y> = lest Iz € R,Vy € R,z + y* # 1. -

La négation de l’assertion est vraie car siz = 2,Vy € Rz + y? > = > 1. Ainsi fan(2 x f) 2tan(g) PR 2 tan(g)

Jz € R,Vy € R,z + y? # 1 ce qui prouve que I'assertion initiale est fausse. 8 1 —tan®(§) 1 —tan*(§)

3. Lanégationde 3z e R,Vy e R,z +y?> = lestVe e R,y e R /z +y* # 1. La
négation est vraie car :
— Siz # 1,y = 0 convient;
— Siz =1,y =1 convient.

ce qui montre que tan(%) est solution de 1 = 2X/(1—X?). De méme, pre-
nons ¢ = 57/8, valeur autorlsee par le résultat de la question précédente
etona:

Bref 'assertion est donc fausse. 57 2 tan(3Z) T 2 tan(3Z)
. 9 9 . tan(2 x —) = ——— < tan(n + —) =
4. Lanégationde dr € R,Jy €e R,z +y* = lest Vo € R,Vy € R,z +y* # 1. Ici 8 l—taHQ(%) 4 1 — tan?( ”)
l’assertion est vraie carsiz = 1 ety = O alors : z + y? = 1.
2 tan(3Z
. el= 2(5
Correction du probléme : 1 — tan*(5)

par 7 périodicité de tan.

Cela montre que tan(52) est solution de 1 = 2X/(1 — X?).

(Q1) Une formule pour la suite.
(Qa) Le nombre tan(d) n'a pas de sens si et seulement sif =
tan(26) n'a pas de sens si et seulement si 20 = Z[r] < 0

2
= n[m), Qd)
12 1=2X/1-X)el-X?=2XetX 4+l X=-1+V2

On remarque que tan(7/8) > 0 et ainsi |tan(r/8) = V2 — 1| et que
tan(57/8) < 0 et ainsi que tan(57/8) = —v/2 — 1.

(Qe) On peut utiliser que 3F = Z — Z. Ainsi
3T T T 1 1
t — )=t —_— =) = = = 2 ]..
an(g) =tan(5 = ) = L8 ~ VA1 V2t
De méme, IZ = 7 — Z. Ainsi,

tan(%r) = tan(m — %) = —tan(n/8) = —V2 + 1.
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Correction du DM1 Mathématiques PTSI

Q1)

%= 3/8+wlgn] 1
7 ; _1s{/8 + 6m/32n]
b 5m/8 + w[2x]

(Q3) (Qa) On connait tan(0) = 0 < tan(a) = + < tan(w/8). Or la fonction tan est
strictement croissante sur [0; 7w/2[. Ainsi

0<a<m/8.

Il en est de méme de .
(QDb) Partons de

{ 0< da <m/2 :>‘—7r/8<4a—ﬂ<7r/2‘

—r/8< —B <0

(Qc) 4a est un angle entre 0 et 7/2 strictement. On peut donc calculer sa tan-

(Q2) Une formule pour la suite. gente et
(Qa) Lenombre tan(f) a un sens si et seulement si 6 # 7 [7] Le nombre tan(46) 4 tan(a) (1 _ tanQ(a)> A Ly 24 120
: : ™ T[T _ _ 5 25 _
a un sens si et seulement si 40 # 37| < 0 # ¢[]]. tan(4da) = = —

(Qb)

tan(40) = 2 tan(26)

9 x 2tan(0) 4 tan(6) (1 — tan? (9))

1—tan2(0)
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1— tan?(20) 1— ( 2 tan(6) )2 ~ tan*(6) — 6tan?(6) + 1
)

1—tan2(6

tan'(e) — 6tan®(e) +1 5=t — L + 1 T 119

(Qd) On peut donc calculer ce nombre et

_ tan(4a)—tan(8) _ 12215
tan(4a — ﬁ) — 1+tan(4a)tan(B) 1;% 53}9%

_ 120x239-—-119 __
T 119%239+4120

(Qe) On sait que 4o — S est un angle entre 0 et 7/2 strictement et que sa tan-
gente est égale a 1. Or 7/4 réalise ces deux mémes propriétés. Par consé-

quent, 4o — f = Z[n] etainsi| 4o — f =7/4 |

* % %
FIN

* k x

2/2



